1 Aufgaben zu Quantenmechanik: L6sungen
Losung zu Aufgabe 1

[A;B]+[A:C|] = AB — BA + AC — CA
_ AB + AC — [BA + CA|
—AB+C) - [B+CJA
=[A;B + C]

Losung zu Aufgabe 2
[A;B]=AB - BA =—-(AB - AB) = —[B;A].
Losung zu Aufgabe 3
[a"a'}—Ol 0 -1y (0 =i\ /0 1
o711 0)\i 0 i 0 10
(i 0\ (-1 0
- \0 i 0 i
(1 0
=2i (0 _1>
= 2io,
Fiir die Multiplikation gilt im allgemeinen
0,0, =2io, lo.; 0, = 2i0, lo,;0.] = 2io,. (1)

Losung zu Aufgabe 4

o.lot) = (? (1)> L2 G B L2 G)

7= (1) 35 () =35 (1) -2 ()
oy +) = (O Bi) 7 (1 -7 (1)
o= 0) s (4) - () -5 ()

Fiir die z-Richtung sollte es jetzt auch klar sein.



Losung zu Aufgabe 5

<x+|x—>—%(l 1)%(1 —1)=-(1-1)=0
<y+\y—>—%(1 —1)%(1 ) ==(1-1)=0
<w+|x+>=%<1 1%(1 D= Laen -
(w—|fr—>=%(1 —1)%(1 —1):%(1“):1
<y+|y+>=%(1 —i)%(l =-(1+1)=1
<y—\y—>=%(1 i)%(l ) =Z(1+1)=1

z-Richtung geht genauso.

Losung zu Aufgabe 6 Set A =S, = ga'x und B =S, = gay. Die Hei-
senbergsche Unschdrferelation ist

HABDP < (a%)(a%).

Aus (1) folgt damit

NG 2 2 2
T o) P < () (A%
Nun ist im Zustand |+)

(0.) = (Hlo|+) = (+|1|+) =1
(0y) = (+loy|+) = (+]i]=) =0
(02) = (+oa|+) = (+]-) =0.

Dann ergibt sich

h? h? h?

2\ _ 2 _ _ "
(A3) = T+ ) = - (+1) = 5
h? h? h?

2y _ 2 _ _ "
(A%,) = T (Ho4) = S (+H1+) = 5

Damit ist die rechte Seite der Unschdrferelation

1, k% 9 1,h22 Kt
Z|1§<Uz>| —Z|1§| ~ 16

2



und die linke Seite ist

h2 I e
2 2 o

Die Unschirferelation ist — wie zu erwarten war — in diesem Spezialfall
erfillt.

Losung zu Aufgabe 7 Der Drehoperator um die z-Achse ist im Spinraum

definiert durch
Dz(’ﬂ) _ e—iﬁSz/h _ e—iﬁo'z/2‘

Sei

[¥) = D.(0)fa+) = e ¢4 4 62)-)).

1
\/—(|+>+\—>) = ﬁ(

Die Wahrscheinlichkeit, den Wert +h/2 zu beobachten, wenn man in x-
Richtung den Spin mifit, ist gegeben durch die Bornsche Regel

(4 [V = | (] (=) (€72/24) + €072 —)) 2

1 vz
= !%(HI + (=D (72 +) + %))
L Ziwe o w22
_Z|e 9/ +el9/|
- % | cos(—1/2) + isin(—1/2) + cos(1/2) + sin(1/2)|”
_ %| cos(9/2) — isin(9/2) + cos(¥/2) + sin(0/2)|?

1 2
= Z|QCOS(?9/2)|
= cos*(19/2)

Losung zu Aufgabe 8

AB = Z B ZklA’“B

Da [A;B] = 0 gilt auch [A*;B] = 0 (man tauscht einfach immer wieder
Paare von A und B) und damit

o0 1
Ap _ k _ A
e”B = E _k!BA = Be™.



Losung zu Aufgabe 9 Wenn [¢) ein Figenvektor zum Operator A ist mit
FEigenwert X, dann ist

A — AF Ak 1) — 1)\ N
Ay =D Frlv) =)+ S A% D) = Al +Z — W) =) ) =
k=0 k=1 k=0
Losung zu Aufgabe 10 Fir alle Vektoren 1 (z) im Hilbertraum gilt:
h 0

X Ploe) = o i) — 2 ().
Mit der Produktregel fiir den zweiten Summand
h h h
X: Pi(z) = xiw )~ Lo 4(@) ~ Lola)oa
8
= —?ﬁ(ﬂf)-
In Operatorschreibweise gilt also
X;P| = —?]1

Losung zu Aufgabe 11 Mogliche Lisungen haben die Form
VYp(z,t) = Ae ' sin(vV2mEz/h + ¢).

wobei
wh=F

gelten muys.

Der Phasenwinkel ¢ und die Amplitude A hdngen von den Randbedingun-
gen ab. Lésungen zu verschiedenen A und ¢ ergeben zusammen wieder eine
Lésung — jedoch evtl. zu verschiedenen Randbedingungen.

Losung zu Aufgabe 12 Spezialaufgabe: Wenn man die Losungen norma-
listeren mdchte, berechnet man zuerst die Norm

sl = /OO Axe“sin(vV2mEz/h+ ¢)Ae ' sin(v2mEx/h + ¢)dx
= |A)? /OO sin?(vV2mEx/h+ ¢)dx



Da diese Funktion immer positiv ist und sich zudem pertodisch wiederholt,
kann das unendliche Integral keinen endlichen Wert ergeben.

Nach der Bornschen Regel sind die quadrierten Wellenfunktionen ein
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Weil wir die Schridingergleichung des freien
Teilchens betrachtet haben, sind die angegebenen Lésungen nicht lokalisiert,
entsprechen also einer minimalen Kenntnis des Ortes — das Teilchen zu g
st im ganzen Universum gleichzeitig. Deswegen kann man die Wahrschein-
lichkeit nicht normieren, weil die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen an einem
speziellen Ort zu treffen mathematisch gleich Null ist, wenn das Universum
ein unendliches Volumen besitzt.

Losung zu Aufgabe 13 Spezialaufgabe: Wenn
Hle;) = Eiles),
dann ist
0 Je = B
n=-16i) = Li|€i).
ot

Das bedeutet .
lei, t) = e Bt e, t = 0).

Dann aber ist die Schrédingergleichung
B Bit/h e, t = 0) = e @ H]e;, t = 0).
Es gibt also eine zeitunabhingige Schridingergleichung
Eilei, t =0) = H|e;, t = 0).

Losung zu Aufgabe 14 Die allgemeine Lisung haben wir bereits oben be-
stimmt (hier ist das ganze zeitunabhdngig).

Ye(r) = Asin(vV2mEx/h+ ¢).
Nun miissen wir ¢ und E so wdhlen, daf$ wir die Randbedingung

Yz =0)=¢p(z=a)=0
stimmen. Dies ist der Fall wenn erstens ¢ = 0 und zweitens

m2h?n?

Jo
2ma?

n € N.

Diese Finschrdinkung der Energiewerte nennt man eine (Quantisierung: We-
gen des Potentials in dem sich das Teilchen befindet, kann es nur ausgewdhlte
Energiewerte annehmen. Sonstige Energiewerte sind verboten.

b}



Hier konnen wir auch normieren, da wir nur ein endliches Volumen ha-
ben, in dem sich das Teilchen aufhalten kann. Es ist

sl = [ len@)Pds
= |A]? " sin? d
| ]/Osm (mnz/a)dx

:‘APE‘
2lo

=415,
2

Also mufi A = +/2/a sein.



